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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeltstheorie

! = mathematische Analyse zlliger Erscheinungen, die
1. Keine deterministische Regulaiitbesitzen
2. eine statistische Regulaittbesitzen

Beispiel: Wahrscheinlichkeit, daf ich im Lotto 6 Richtige habe ist sehr klein.
Wahrscheinlichkeit, daf3 irgendjemand 6 Richtige hat ist grol3.

Beispiel: Wie viele Leute niissen in einer Gruppe sein, damit die Wahrscheinlichjeytist,
dal3 2 am gleichen Tag Geburtstag haben?23.

§1 Wahrscheinlichkeitsraume und Kombinatorik

Gegeben sei ein Experiment (z.B iveln):

(2 = Raum der Versuchsauggge (z.BS2 = {1,2,3,4,5,6})
w € ) Elementarereignis

A C Q = Ereignis (z.B.A = {2,4,6} ,gerade Zahldllt")

Beispiel: Zuerst wird eine Minze geworfen. &8It Kopf wird mit einem Wirfel geworfen, &llt
Zahl, so wird nochmal mit der bhze geworfen.
QO ={K1,K2,K3, K4, K5,K6,ZK,Z7Z}

EreignissemMd C () werden jetzt Wahrscheinlichkeiten zugeordnet{isticht ab&hlbar, z.B.
2 = [0, 1], so kdnnen nicht alle Menged C [0, 1] Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden,
um ein sinnvolles mathematisches Modell zu bekommen.

Definition:
a) Eine FamilieA von Teilmengen voi2 hei3tAlgebra falls gilt:
(i) Qe A
(i) AcA—= A°=Q—-Ac A
(i) ABe A= AUuBecA
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b) Eine Algebra heil3t-Algebra falls zustzlich gilt:
Al,AQ,... EA:UAlEA
=1

Beispiele:,Wurfeln*
Q={1,2,3,4,5,6}
A = {0,0}
A ={0,{2,4,6},{1,3,5},Q}
A3 = P(Q2) = Menge aller ndglichen Teilmengen.
Sindo-Algebren.

Bemerkung:
(i) Das Paar(2,.4) mit A o-Algebra heiiMessraum
(i) Jedes-Algebra ist abgeschlossen gegendtibare Durchschnitte.

(iii) SindA,B c QundAnN B = AB = () (A und B sind disjunkt), so schreiben wir + B
stattA U B.

(iv) A =P(Q) ist stets einer-Algebra.

Definition:
Sei(1,.A) ein Messraum. Eine Funktioh : A — [0, 1] heil3t WahrscheinlichkeitsmaR, falls

(i) P2)=1
(i) PO A) = P(A), falls A; € A,i = 1,2,3, ...
=1 i=1
Das Tripel(€2, A, P) hei3tWahrscheinlichkeitsraum

Lemma 1.1:
Sei (9, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum umtl A, A, ... € A.
Dann gilt:

a) P(0)=0

b) P(A°)=1— P(A)

C) Ay C Ay = P(A;) < P(Ay)

d) P(A;UAy) =P(A)+ P(Ay) — P(A1 N Ay)

e) P(U 4) < £ P(4)

=1

Beweis:
a) Setzed, = A, = ... = 0 in (ii): Al A2
P(0) = P(0) = lim nP(0) = P(0) = 0.
i=1 n—oo
A, UAy=[A; — (AiNA)]+A+0+ ... o

— P(AUAy) = P(A — (A N Ay) + P(As) +0+ ... }iBeh_
P(A) = P(As— (AN 4s)) + P(A; N Ay)



Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff bezieht sich auf sogenannte Laplacesche Wahrschein-
lichkeitraume.

Definition:
Ein Wahrscheinlichkeitsraurfs2, A, P) heifl3tLaplacescher Wahrscheinlichkeitrayfalls gilt:

(i) Qistendlich, d.hQ = {wy,...,w,}
(i) A="P(Q)

(i) P({w}) = ﬁ = fur w € Q,d.h. alle Versuchsauégge sind gleich wahrscheinlich

|—

Bemerkung:

() FirAc Qgilt P(A) = P (X cafw}) =X ca P({w}) = %

(i) P ist ein Wahrscheinlichkeitsmalf3, denn

k
A1+ ...+ Ax| A4 | Ak
P Al = = +...+—=P(A)+...+P(A

Hauptproblem hier: Bestimmung der Elementzahl von Teilmengen.

Eine ritzliche Verallgemeinerung von Lemma 1.1 d) ist die sogenannte Siebformel von
Sylvester - Poincér.

Satz 1.2:(Siebformel)
Ist (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so gilirfbeliebigeA;, A,, ..., A, € A:

n

P(AUAU.. . UA,)=> (-1 > P(AnNApn...0Ag)

k=1 1<i1 <ig<...<ip<n

Furn = 2 ergibt sich Lemma 1.1 d).

2 Permutationen

I. Gegeben: n verschiedene Dinge = Elemente
Eine Permutationder Elemente ist eine beliebige Aufreihung der Elemente.

Beispiel: Gegeben: a,b,c
Mogliche Permutationen: abc, acb, bac, bca, cab, cba

Lemma 1.3:
Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementehdst:(n — 1)... 1.

Beweis: Fur den ersten Platz hat man rolflichkeiten.

Fur den zweiten Platz hat man — 1) Moglichkeiten. etc. ]
Beispiel: 10 Personen sitzen an einem langen Tisch.

Wie viele verschiedene Sitzordnungen gibt es? Antwidrt:
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ll. Gegeben: n Elemente, die nicht alle verschieden sind.
Es seiem; Elemente vom Typ 1Ip, vom Typ 2, ... n, vom Typ k.

N +ne+...+ng=n

Lemma 1.4: Die Anzahl der Permutationen von n Elementen mit jewejlsas, ..., ny
gleichen Elementen ist
n!
nilng! ... ny!
Beweis:Zunachst nummerieren wir die gleichen Elemente durch, um sie zu unterschei-
den. Dann gibt es nach Lemma h.Bmogliche Permutationen. Zu einer Klasse
K; fassen wir die Permutationen zusammen bei denen die Elemente vom Typ i
die Phtze tauschen= |K;| = n;!
= Behauptung
Beispiele:Eine Urne enthlt 10 Kugeln. 5 rote Kugeln, 2 schwarze und drei Blaue. Die
Kugeln werden nacheinander gezogen. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit,
das zuerst die roten, dann die schwarzen und zuletzt die Blauen Kugeln gezo-
gen werden?

Antwort: (o) 1 =0,0004

Kombination = Einfache Urnenmodelle
Kombinationen: Urne mit n Elementen, numeriker2, . .., n.
k < n Elemente werdepzufallig*gezogen.

I Ziehen mit Zur tcklegen, mit Berticksichtigung der Reihenfolge
Lemma 1.5: Die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen Ele-
menten, die beliebig oft wiederholt werdearknen mit Beiicksichtigung der Reihenfolge
ist:

nk;

Beispiel: Mit den Ziffern 1,2, ...,9 kann man9® = 729 verschiedene 3-stellige Zahlen
bilden(n =9,k = 3)

Il Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Bertiicksichtigung der Reihenfolge
Lemma 1.6: Die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen Elemen-
ten mit Beficksichtigung der Reihenfolge ist:

n!
(n—k)!

Beweis:Beim ersten Zug gibt es n &ylichkeiten.
Beim Zweiten Zugn — 1) Moglichkeiten.

Beim k-ten Zug gibt e$n — [ + 1) Moglichkeiten.
Beispiel: Anzahl der 3-stelligen Zahlen mit verschiedenen Ziffern . ;9ist9-8-7 = 504

[l Ziehen ohne Zuricklegen, ohne Beiicksichtigung der Reihenfolge
Lemma 1.7: Die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen Elemen-
ten ohne Bdicksichtigung der Reihenfolge ist:

(1) = w6
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Beweis: Bei Beriicksichtigung der Reihenfolge ergeben szteﬁ— Moglichkeiten. Die k
Elemente kann man auf k! verschiedene Weisen anordnen.

= ohne Beiicksichtigung der Relhenfolgng, O

Beispiel: Lotto: 6 aus 49. Es gibt 13.983. 816 verschledermgM:hkelten fir die 6 Zahlen.

IV Ziehen mit Zur ticklegen, ohne Beiicksichtigung der Reihenfolge
Lemma 1.8: Die Anzahl der Kombination k-ter Ordnung von n verschiedenen Elemen-
ten, die beliebig oft wiederholt werdeknen, ohne Béicksichtigung der Reihenfolge ist:

n+k—-1\ (n+k—1)
( k )  Kl(n—1)
Beweis:Bei Il bestimmen wir eigentlich die Anzahl aller verschiedenen k-Tupédintiat
cher Zahlen(ny, ny, ..., ng) mit

1<ni<ng<...<np<n (III)

Bei IV suchen wir die Anzahl aller verschiedener k-Tupelmiéther Zahlen(nq, na, . .., ng)
mit
I1<m<nme<...<ny<n (IV)
nl n2 n3 n4

Durch die Abbildungn; = n; +j -1, j=1,... kbildenwir ; 1 5 5
(V) auf (I ab mith =n + k — 1: I T TR
Esgiltl <mj <mo<...<mp<(n+k—-1) 1 2 5 10

ml m2 m3 m4
Diese Abbildung ist bijektiv, da durch; = m; — j 4 1 die Umkehrabbildung gegeben ist.

Die Anzahl der Elemente in den Mengen ist also gleicl%éé7 Anzahl= (”*l’j‘l) [

Beispiel:

Von 0 aus kann man auf dem Zahlenstrahl entweder S~
eine Position nach rechts oder eine nach links gehen. 2 1 o 1 2
Wieviele Zahlen sind nach kigjen erreichbar? e

Antwort: n =2k

(%)

Anzahl der Stichprobern

Umfang k augl1, ..., n| | mit Zuricklegen| ohne Zuiicklegen
mit Reihenfolge n* =

ohne Reihenfolge ("t ()

3 Weitere Beispiele:

1. Auf wieviele Arten lassen sich k nicht unterscheidbare Marken auf n Schubladen verteilen?
Nummeriere die Schubladdn. . ., n und reihe die Marken auf.
Ordne jeder Marke eine Schubladennummer zu.
Also: Ziehen mit Zuiicklegen ohne Reihenfolgé: )

2. Das Schaufenster eines Elektrogesdth soll mit Glihbirnen, die sich nur in ihrer Farbe
unterscheiden, dekoriert werden. Es stehen 4 rote(15egi3 blaue und 6 gelbe @ibirnen
zur Verfugung.

Wie viele Anordnungsiaglichkeiten bestehen wenn diet®birnen
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a) in Reihe angeordnet werden und Gleichfarbige beisammen stehen sollen.

b) in beliebiger Reihenfolge in einer Reihe angeordnet werden?

Antwort: @) 4! b) 28— ~ 5,1459 - 10°

. Es seiS,, = Menge aller Permutationen der Zahlgh 2, ...,n}
Eine Permutation heisst absolut, falls sie keine einzige Zahld&st |
(z.B. 2413 absolute Permutation, 2134 eineabsolute Permutation)

Abs = Menge aller absoluter Permutationen.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 eine absolute Permutation auftritt?

(Abs)c = |J Ax Ax =Menge aller Permutationen,die die Zahl k festlassen.
i=1

= P(Abs) = 1—P((Abs))=1-P (O Ak)

= 1-Y () > P(Apn...NAg)

k=1 1< <ig<...<ip<n

J/

~~
=:0k

k=

—_

A - ... Ay = Menge der Permutationen, die die Zahlen . . | i, festlassen.

(n—1)!
n!
Es gibt(}) Moglichkeitenl < iy < iy < ... <1, < nzuerfillen. (Typ Il)

e <n) . (n—.k)! :;




§2 Unabhangigkeit von Ereignissen und bedingte Wahrschein-
lichkeit

Im folgenden sei ein Wahrscheinlichkeitsratdh .4, P) gegeben. Alle auftretenden Ereignisse
seienc A.

Definition:
a) Zwei Ereignisse A und B heil3amablangige Ereignissélls gilt:

P(AB) = P(A) - P(B)

b) n Ereignissed,, ..., A, heilen unakingig, falls fir allek = 1,...,n und fur alle k-Tupel
1<y <ig < ... <1 <nstetsqilt:

c) unendlich viele Ereignisse hei3en unahgig, falls je endlich viele von ihnen unabigig
sind.

Bemerkung:

(i) In der Regel stimmt der intuitive Begriff der Unadigigkeit mit dem mathematischen
Begriff Uberein. So sind z.B. beim Ziehenit Zuriicklegen die Ereignissd; = {Zahl
beim i-ten Zug ¢ = 1,...,n im Laplace-Experiment unaBhgig. Ohne zircklegen
liefert ablangige Ereignisse. Nicht so intuitiv ist dagainste Beispiel.

(i) Teilsysteme von unaldmgigen Ereignissen sind unéirtgig.
Beispiel: Werfen einegfairen“Tetraeders. Eine Seite ist rot, einéigreine Blau und eine
Seite besitzt alle 3 Farben. Es seien folgende Ereignisse definiert: (1 Wurf)

A = ,Rot kommt’
B = ,Grun kommt*
C = ,Blau kommt*

Dann gilt offensichtlich:

P(AB) = P(AC) = P(BC) = }1

P(ABC) = -

=- Die Ereignisse A und B sind unaéhgig.
Die Ereignisse A und C sind unadigig.
Die Ereignisse B und C sind unadaingig.

Jedoch: die Ereignisse A, B und C sinitht unablangig.



Frage: wie andert sich die Wahrscheinlichkeifirf das Eintreten eines Ereignisses A, wenn
zusatzlich bekannt wird, dal3 das Ereignis B eingetreten ist?

Beispiel: 1 mal Wurfeln

A = Es wird eine 1 geiirfelt, B = es wird eine ungerade Zahl gésfelt.

Definition: Es sei B ein Ereignis miP(B) > 0. Fur jedes Ereignis A hei3t die GBeP*(A) =
P(A|B) := % die bedingte Wahrscheinlichkeit von(Anter der Bedingung B).

Bemerkung: (B, A*, P*), wobeiA* = {A € A|A C B} ist wieder ein Wahrscheinlichkeits-
raum.

Beispiel: 1 mal Wurfeln (siehe vorher)

1 . 1
P(B) = > P(AB) = P(Es wird eine 1 geiirfelt) = 5
g 1
2

Oft ist die bedingte Wahrscheinlichkeit( A|B) gegeben und man mug3 AB) bestimmen.
Also P(AB) = P(A|B) - P(B).

Eine Verallgemeinerung hiervon ist

Lemma 2.1: Multiplikationssatz

Es seiemd;, As, ..., A, € AEreignisse mitP(A; -...- A,) > 0.

Dann gilt:

P(Ay ... Ay) = P(A)P(As|A)P(As|A1As) - . .- P(A| A, ... A,y)

= I PAdA.. A)

k=1

Beweis erfolgt durch vollétndige Induktion nach n.

4 Beispiel: Von einem Kartenspiel mit 32 Karten bekommt jeder von 3 Spielern 10 Karten. Wie
grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 jeder der 3 Spieler genau ein Ait2rh

A; = Spieler i erlalt genau ein As; = 1, 2, 3.

GGSUCht:P(AlAQAg) = P(Al) . P(AQ‘Al) . P(A3|A1A2)

P(Al) = m, P(A2’A1) = w’ P(A3‘A1A2) =

() ()
(v0) (i)

12
(10)
Satz 2.2:(Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Es seiemBy, B,, . .. endlich viele oder ali&hlbar unendlich viele paarweise disjunkte Ereignisse
mit

@) P(B)>0 Yi=102,. ..
Gy UB =9

d.h. dies€ B;) bilden eine Zerlegung vofi.
Dann gilt fur jedesA € A:

P(A4) = 3" P(B) - P(AIB)
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Beweis:P(4) = P(ANQ) = P (Am (U Bi>) =P (U (AN BZ-)) =2 P(ANB;) =
S P(B)HA = 5 P(B)P(AIB) O Z |

Belsplel. Hannover 96 vs. Kaiserslautern
Falls Fredi Bobic eine Trefferquote 30%, dann hat Hannover eine Siegchance Vo%. Ist
die Trefferquote< 30%, so hat Hannover eine Siegchance V6% . Bei Spielen gegen KL ist
die Wahrscheinlichkeit, daf3 F.B. eine Trefferquote voB80% hat,70%. Wie grol} ist jetzt die
Wahrscheinlichkeit, dald H96 gegen KL gewinnt?
Es seil’ = F.B. hat Trefferquote vox» 30%

T¢ = F.B. hat Trefferquote vor: 30%

S = Sieg fur H96

P(S) = P(T)P(S|T)+ P(T)P(S|T°)
= 0,7-0,7540,3-0,4
= 0,645
Satz 2.3:(Bayes’sche Formel)

Es seienB, B», ... eine endliche oder abhlbar unendliche Zerlegung véhwie in Satz 2.2
[Seite 9]. Dann giltiir jedesA € A mit P(A) > 0:

P(B;) - P(A|B;)
P(B;|A) =
Z P(B;) - P(A|By)
P(B;A P(B;)-P(A|B;
Beweis:P(B;|A) = (A)) = ZI(D(B)j)J(D(lHB)j) -

Beispiel: Bei der birarenUbertragung von Nachrichten werden durcir8hgens% der ge-
sendeten Nullen zu Einsen und umgekeatittder gesendeten Einsen zu Nullen @stht. Das
Verhaltnis der gesendeten Nullen zu den gesendeten Einsen betrage 3:5.

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl3 eine empfangene Null richtig ist?
Mathematisches Modell: Q@ = {(i,5) | i,7 € {0,1}}

1.Komponente:gesendetes Signal
2.Komponente:empfangenes Signal

EreignisseiSy: Eine Null wird gesendet {(0,1), (0,0)}

Si: Eine Eins wird gesendet {(1,0), (1,1)}

Ey: Eine Null wird empfanger= {(0,0), (1,0)}
Bekannt sind: P(Ey|Sy) = 0,95 P(Ey|S;) =0,03 L8 —0 6

P(S1)
Q=S +S
P(S0) P(Eo|So) 1
(So|Eo) P(So) P(Ev|So) + P(S1)P(Eol$1) 1+ EE0PEds)
1
= =0,95
R
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§3 Zufallsvariablen und deren Verteilung

Bisher haben wir undif Teilmengend € € interessiert bzw. spezielle € ). Oft interessiert
aber nicht2 selbst sondern gewisse Kennzahlen xvon

Beispiel:

1. Q = Menge aller Eintragungen in einem Telefonbuch
w = FamiliennameX (w) = Anzahl der Buchstaben van
w = TelefonnummerX (w) = Anzahl der Ziffer,1* in w.

2. 2 mal Wirfeln
Q:{w: <w17w2) ’wz € {1776}Z: 1a2}
Augensummey — X (w) = wy + we
{w[X(w) =10} = {(6,4),(5,5), (4,6) }

Definition: Sei(£2, A, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildukig 2 — R
hei3tZufallsvariable falls fur jedesr € R:

{lweQ|Xw)<z}eAd
Wir unterscheiden:

1. diskrete Zufallsvariable: X nimmt hier nur abahlbar viele verschiedene Werte an
Beispiel: Augensumme bei 2 malWfeln

2. stetige Zufallsvariable: X hat eineniiberabahlbaren Wertebereich z.Bi, b}, R, R, etc.
Beispiel: Lebensdauer eines Radios.

Ist 2 = R, so kdnnen wirnicht 4 = P(2) wahlen. Hier viahlt man die Borelsche-Algebra.
IJ(IR,) = O'({(Cli, bl], —oo<a; <b < OO})

Verteilungsfunktion und Dichte

Sei(2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und : 2 — R eine Zufallsvariable.

Definition: Die FunktionFx : R — [0,1] seiFx(z) := P(X < z) = P{w | X(w) < z})
heil3t\Verteilungsfunktion

Eigenschaften von Verteilungsfunktionéi

1. Fx(—o0) = lim Fx(x)=0.

r——00

2. Fx(00) = lim Fx(z) = 1.

r—00

3. Fx(z) < Fx(x+h) Vze€Rundh > 0,d.h.Fx istimmer nicht fallend.

4. Fx(x) ist rechtsseitig stetig, d.huf jede Folge{h,} mit 2, > 0 und lim A, = 0 gilt:
lim Fy(x+h,)=Fx(x)VzeR

11



> Bemerkungen:

() Mit Hilfe der VerteilungsfunktionFy lassen sich folgende Wahrscheinlichkeiten aus-
drucken:

Pla<X<b) = P{X<b}—{X<a})=PH{X <b} —{X <a}+{X =a})
= P(X<b)—P(X<a)+PX =a)
= Fx(b)—Fx(CL)+P<X:O,)

(i) Sei jetzt X diskret und nehme die Wetig, z-, . .. an.
Weiter seip(z;) := P(X = z;). Dann gilt:

Fx(z)=P(X <z)=P (Z{X = m) =) P(X =)

;<% :p(mi)

r; <z

Die Abbildungz; — p(z;) heiRtZahldichte

Beispiel: X = Augensumme bei 2 mal Wfeln.

X ist diskret mit Werter2, 3, ..., 12.
x; \2\3\4\5\6\7\8\9\10\11\12
p@) [ 56 |56 [ 56 |56 [ 36 |56 |36 | 5 | 36 | 3 | 5
Verteilungsfunktion

V N

Zahldichte

F.(X) [

1 2 3 4 56 6 7 8 2 101112

Wichtige diskrete Verteilungsfunktionen ABldichten sind:

1. Binomialverteilung B,
Beispiel: Minze wird n-mal geworfen.

Q={(wy,...,w,)|w; e{K,Z}yi=1,...,n}

X :Q—{0,1,...,n} mit X(Q) = Anzahl der Kopf-Wirfe = > "1, —x
i=1
Weiter seien die Ereignissé; = {w | w; = K}, i = 1,...,n unablangig undP(4;) =
p,i=1,...,n.

P(sz;)zP( > Ail...Aik-HAj>

1< <...<ip<n J#ik

514.11.2002
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P (Ail...Aik : HA;) = (1—p)n*
J#ik

= P(X =k) = (Z) pF (1= p)

X nimmt hier die Wertdé, 1,...,n an.

Zahldichte: p(k) = (})p*(1 —p)"* Parameten € N,p € (0,1)

. Hypergeometrische VerteilungH,, ,,,

Beispiel: Urne mir r roten und s schwarzen Kugelr- s =n (= s =n —r)
Es werden m Kugeln (ohne Zicklegen) gezogen.

w = Ergebnis der Ziehung

X (w) = # der gezogenen roten Kugeln.

X nimmt die Wertek = max{0,m — (n —r)},...,min{r,m} an.

Zahldichte:p(k) = (2)(,’::2) r,n,m € N Parameter

(m)
. Poisson-Verteilungll,
X nimmt die Werte0, 1,2, ... an

Zahldichte;p(k) = e 27 k=0,1,...

Probe: Z p(k) = e Z

k=0

:eA
Bemerkung: Falls n grol3, ist die Berechnung der Verteilungsfunktion der Binomialvertei-
lung schwierig, da viele Summanden aufzusummieren sind.

Dann: Approximation durch Poisson-Verteilung.

Es qgilt:

Sei F\(x) = Verteilungsfunktion voril,
F (z) = Verteilungsfunktion vorB,

‘n

Danngilt: F, » () — Fx(z) furn — oo, Vz € Ny

Lemma 3.1: SeiF)(z) die Verteilungsfunktion der Poisson-Verteilung mit Paramgtend
F, »(z) sei die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung mit Parametern n und p, dann
gilt:

n,

F %(ZE) — Fy(z) furn — oo

13



Beweis: DaF)(z) und F,, ,(x) nur beiz € IN, springen, geiagt es, die Aussageaif die
Zahldichten zu zeigen, d.h. zu zeigen ist

n _ L )E
P = ( )p’“(l—p)” Foe

k k!
n k n—k
n= ()G 0-3)
_ ¥ -y
k! (n—k)nk (12

k-Faktoren-1 A\
)\_kn(n—l)--~(n—/€+1)( _ﬁ)
k! n-n---n

TN
S| >
N———

S

|

—1
k

— Fe”\ furn — oo

4. Geometrische Verteilung
Beispiel: Wir wirfeln bis erstmals eine @lfit:
X (w) =Anzahl der Wirfe
P(X = k) = P(Wurf 1 bis (k-1) keine 6, dann)6= (g’“‘l) L= Rl p)
mit p = %
X nimmt wieder Werte), 1,2, ... an.
Zahldichtepp(k) = (1 —p)p* , k=0,1,... mit0 <p< 1

5. Negative Binomialverteilung
Beispiel: Munzwurf(k 4+ m)-mal. Wahrscheinlichkeitifr ,Zahl“= p. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit im(k + m)-ten Wurf zumm-ten mal,Zahl*zu werfen= p(k).

k+m—1 k+m—1
p(k) (m—l )( p)*p ( f >( p)*p
X nimmt die Werte0, 1,2, ... an.

Zahldichteyp(k) = (*"" p™(1 —p)* , k=0,1,... mit0 < p < 1,m € N Parameter

¢ Im folgenden betrachten wir stetige Zufallsvariablen:

Definition: Eine Zufallsvariable X heil#bsolut stetige Zufallsvariabléalls es eine integrier-
bare Funktionf : R — [0,00) gibt, so dal3 die VerteilungsfunktioRy von X die folgende
Darstellung hat:

Fy(z) = / f(y)dy

f nennt marDichtevon X.
Bemerkung:

621.11.2002
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(i) Es muss gelten:}o fly)dy =1, f(y) >0, Vy € R.

(i) X absolut stetig= F'x(x) stetig.
(iii)
X absolut stetig= P(X =z) = 1}%1 Plx—h<X<z+h)=
= lg%(FX(q: +h)—Fx(z—h))=0
Wichtige (absolut) stetige Verteilungsfunktionen / Dichten sind:

1. Normalverteilung N (u,o?)

Parameter, € R, o > 0.
Dichte: f(z) = ﬁ exp <_(x2_0,;)2>

v

Verteilungsfunktion:

o) = [ e (-9 Y

Standardnormalverteilung: = 0, 0 = 1, d.h.N(0, 1)

Test:
[ 1 i)y, b f -
exp | — d = exp | —=u” | du =
/ 2mo p( 202 Y V2 P 2
= e

2. Exponentialverteilung Exp()\)

Parametei > 0.

—Azr i
Dichte: f(x) = { Ae fure =0

0 Jfurz <0

v

15



Verteilungsfunktion:

,furz <0

Fx(x) = /Ae_)‘ydy =1—ec
0
0

furz >0

Die Exp(\)-Verteilung besitz die Eigenschaft der sogenanp@edichtnislosigkeit”.

D.h. seis <t

PX>t|X>s) =

P(X >1,X >s)

P(X >t) 1-Fx(t)

P(X =)
e

CP(X>s) 11— Fx(s)

— —e M=) = P(X >t —s)

e—)\s

. Gleichverteilung U([a, b]) = unif([a, b))

a

| L fira<z<b
Dichte: f(z) = { 8_ sonsta < b

Verteilungsfunktion:

>

Fx(z)=[;Edy=4%=2 fur a<z<b

. Cauchyverteilung

Parametenr € R, G > 0

; . = L.
Dichte:  f(z) = 5 ey

v

Zufallsvektoren

v

Mehrere (zuéllige) Merkmale sollen jetzt gleichzeitig untersucht werden.

Es sei((2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition: Es seienXy, ..., X,, Zufallsvariablen auf(2, A, P).

a) Die Abbildung X : Q@ — R", X(w) = (Xi(w),...,X,(w)) heilt (n-dimensionaler)

Zufallsvektor

16



b) Die AbbildungFx = Fx,

-----

X, - R" — [0,1] mltFx(f) = Fx(ZL‘h...,l’n) = P(Xl <

x1, ..., X, < z,) heilBtVerteilungsfunktiomles Zufallsvektors X oder augemeinsame

Verteilungvon X, ..., X,,.

Eigenschaften von (n-dimensionalen) Verteilungsfunktiofgn

1. Fx(z) — 0, falls eine Komponente vofi gegen—oc geht, wahrend dielibrigen Kompo-

nenten festgehalten werden.
2. Fx(x) — 1, falls alle Komponenten voii gegenco gehen.
3. Fx(x) ist A-monoton inZ, d.h.

7V < 7% (Komponentenweise)

= > (—1)EtrE Py ) > 0

{(g14...4en) | €:€{1,2} Vi}
z.B.n=2

Fx(at?, 2y — Fx(atV, 2y — Fx(at?, a) + Fx (e, 2i”) > 0

4. Fx(Z) ist rechtseitig stetig, d.0 e >=,3d(c,7) > 0mitz <y < ¥+ ¢

Fx(§) — Fx(?) <¢

1

= 0<

Beispiel: Ein Experiment (z.B. Wirfeln) hat r nbgliche Aus@ngeF,, ..., E,. mit jeweiligen

Wahrscheinlichkeitep,, ..., p,, wobeip; + ... +p, = 1.
Dieser Versuch wird n-mal (unakhgig) wiederholt.
Mathematisches Modell:

Q={w=(w1,...,wp) |w; € {Er,...,E.}Vi}

A="P(Q)
Furi=1,...,rseiX;(w) = X;((w,...,w,)) = Anzahl derE;-Ausgange= » 1, -,
k=1
P({w}) = P({(wr, ..., wn)}) =gt
Seinunky,..., k. € No, b1+ ...+ k. =n
GesuchtistP(X; = ky,..., X, = k,) = p’fl -...-pkr . Anzahl der(wy, . . . ,w,) bei denerk;
Komponenten den We#; haben; =1,...,r.
p— kl . . kr . —n!
IR R S B A
gk phe fallsk; € No, k1 + ...+ k. =n
ki,.... k) = Rl k1 P1 e Py ’ J 0, AL .- T Ry
px(kisee ) {0 , sonst

ist die Zahldichte der sogenanntéfultinomialverteilungM,, ., ..
Bemerkung: Fur n = 2 erhalten wir die Binomialverteilung.

X =(X1,...,X,)

Fx(¥) = Fx,  x,(x1,...,2,) = P(X1 <xy,...,X,, < z,) =

= PHw| Xi(w) <z} n{w | Xo(w) <z} nfw | Xp(w) < z,})

728.11.2002
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Definition: Wenn man in einer gemeinsamen Verteilungsfunktion . x, (z1,...,x,) bei

(n — 1) Variablenz; den Grenibergangr; — oo ausfihrt, so heif3t die entstehende (1-
dimensionale) Verteilungsfunktion eifandverteilung

Lemma 3.2: Die 1-dimensionalen Randverteilungen einer Multinomialverteilung sind Bino-
mialverteilungen.

Definition:

a) Der ZufallsvektorX = (Xj,...,X,) heiBtdiskreter Zufallsvektgrfalls X nur ab&hlbar
viele verschiedene Werte annimmty (z1,...,z,) = P(X; = z1,...,X,, = z,) heil’t
gemeinsame Zhldichte vonX.

b) Der ZufallsvektorX = (X, ..., X,,) heildtabsolut stetiger Zufallsvektpfalls es eine inte-
grierbare Funktiory, : R" — [0, c0) gibt, so dal

1

Fx(xl,...,xn):/~~~/fx(yl,...,yn)dyn,...,dyl

— 00

Bemerkung:
(i) Hiergiltwieder: [ --- [ fo(y1,...,yn)dyn,...,dyr =1

(i) Die Dichte vonX; (sogenannte Randdichte) ist dann

o0 [e 9]

in(yi):/"'/fx(ylv---ayn)dyn---dyi-‘rldyi—l---dyl

—00 — 00

. dryxe L fallsO < zq, 29 <1
Beispiel: fx, x, (21, z2) :{ 0 12 sonst L2 =

11 1
Test:  [[4xyxy dwoday = [ 2a [23]; doy = [23]y = 1
00 0
1
RanddiChtefxl (ZEl) = f4$11]2 day = 224
0

Beispiel: Der Zufallsvektor X, X») heiRt standardnormalverte(t/\/(@, E),0=(0,0),E = ( (1) (1) ))

falls (X, X,) absolut stetig ist mit Dichte

1 1
Ix(r1,m2) = 5 XP (‘5 (=] +$§))

Lemma 3.3:
SeiX = (Xy,...,X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichfe undG € R" ein Gebiet.
Dann qilt:

P(XEG):/~--/fx(f)dxn,...,dx1
G

18



Beispiel: siehe Beispiel oben

1
3 2t2 1

P(X, < 2X,) = / / Ut oty dtrdts +
00

—

1
/4t1t2 dt,dt, 1
0

D=

1

2
- / 2t [2]07 dty + / 2t, [t2], dt
0

1
2

1 7
= 2[d]; + (4]} = |

Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Definition: Es seienXy, ..., X,, Zufallsvariablen auf(2, A, P). X, ..., X,, heien unabdngi-
ge Zufallsvariablen, falls

F(X1 ..... Xn)(xlv“'axn):FX1<I1)""'FXn(x”)

furallex,...,z, € R.
Bemerkung:

(i) Anders ausgedickt die ZufallsvariablenX, ..., X,, sind unabfngig falls

P(X1§$1,,Xn§$n):P(X1§l'1)P(XnSZL‘n)

(i) Ist(Xy,..., X,) eindiskreter Zufallsvektor mit Werten il C R, dann sindX3, ..., X,
genau dann unaBngig falls

P(Xlle,,Xn:xn):P(Xlle)P(Xn:a:n)V(xl,,:En)GM

(iii) Ist (Xq,...,X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor, dann siid, ..., X,, genau dann
unablangig, falls

Jxnx) (@1, xn) = fx (@) - fx,(2n) ¥ (21,...,2,) € R,

(iv) SindXj, ..., X, unablangig, soauch;(X;),. .., g,(X,)oderauch(X;, X5), X3,..., X,,.

Beispiel: 1 Munzwurf.

O ={K,Z}

P{K})=P({Z}) =

Definiere 2 ZufallsvariableX; und X, wie folgt:

Xi(K)=1 ,Xi(Z)=-1

Xy(K)=-1 ,X,(2)=1

X1, X,:Q— {-1,1}

Sind X; und X5 unablangig?

Nein, dennP(X; =1,X, =1)=0# 1 = P(X; =1)P(X, =1)
Beispiel: Sei (X, X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte

1 p( 122 — 2pxi 29 + 23

f(XLXQ)(‘rl?xZ):meX D) 1= ),0§p<1
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Die Dichte vonX; ist dann gegeben durch (Randdichte):

fxi(z1) = /f(Xl,X2)(l‘17$2)d$2

1 1a%(1 —p?) 1 (z2 — pz1)?
B _onvme) B e it VIR I |
2m/1_pzeXp( 21— 2 /eXp 21— 2 T2

Setzey = 22=L%1 — du 1

/1_p2 dxz 1_p2
o0

1 1 1
= fx,(x1) = %exp (—530%) / exp (—§u

—00
. >

~
V2T

no
N~
o,
IS

Il
-
3

¢)

>

ko)
/T\
DN | —
&
DN
~

Wegen Symetrie gilt:

fxo(2) = 7= exp (—523)
Sind die ZufallsvariablerX’; und X, unablangig?

Es muss gelterfi x, x,)(z1, 22) = fx, (21) fx,(22)

e G )

Unabtangigkeit liegt also genau dann vor, weng- 0.

8 Funktionen von Zufallsvariablen und Zufallsvektoren

Lemma 3.4: Sei X eine Zufallsvariable und, b € R beliebig,a # 0.
Dann ista X + b eine Zufallsvariable und es gilt:

B Fx(%b) ,fallsa > 0
a)FaX+b_{1_FX(xT—IF)+P<X:xT_I)) fallsa < 0

b) Ist X absolut stetig mit Dicht¢x, so ist auchu X + b absolut stetig mit Dichte
faX-I—b(I) = ﬁf:v (xTib)

Beweis:

a) Seia > 0:

Fax+b(a:):P(aX+b§a:):P<X§x_b> = Fy (x_b).

Seia < 0:

a

—b —b
Fax+b(x):P(aX+b§x):P(X2x ):1—P(X§x >+P(X:

805.12.2002
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T

b) Seix € R.Z.z.: [ iffx (52) dt L Foxos (22)

a

Seia > 0: )
- z=b
1 t—b x—0
_/fx (—) dt = /fX(u)du:FX( )
a a a
m|t % = U ((ii_? = %
Analoga < 0. 0
Beispiel: SeiX ~ A(0, 1), d.h.X hat die Dichtefy (z) = Ji-c%.
Welche Dichte hatr X + pomito > 0, 4 € R?

Lemma 3.4= f,xi.(z) = ﬁe‘%(%)

dh.oX +p~N(u,o?)
Lemma 3.5:

a) Sei X = (X;, X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit gemeinsamer Dicht€z,, x5).
DannistZ = X; + X5 eine Zufallsvariable mit Dichte

fz(x) = / fx(t, T — t)dt

Falls X; und X, unablangig sind, gilt:

fz(z) = /le(t)fxz(x—t)dt Faltungsformel

b) SeiX = (X, X>) ein diskreter Zufallsvektor mit Werten iN2.
DannistZ := X; + X, eine diskrete Zufallsvariable mit

k
P(Z=k) =) P(X;=iX,=Fk—1i)
1=0
Falls X; und X, unablangig sind, gilt:
k

P(Z=k)=Y» P(X;=1i)P(Xy =k —i)

=0

Beispiel: Es seiX; ~ II()\;), X5 ~ I1()\2) Poisson verteiltX; und X, unablangig.
Welche Zhldichte hatX; + X,?

k k ) k—i
A A
_ _ E _ _ _'_E RS B S V) 2 _
P(X1+X2—l€) = — P(X1 —Z)P(Xg—k Z)— i:Oe il e (]{;_Z)l =
k
— e (>\1—|—)\2)g (i)/\l/\g —e ()\1+>\2)1T
= )
(AM+A2)k
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Also X+ X9 ~ H(Al + )\2)

Satz 3.5:(Dichtetransformation)
EsseialsoX = (X, ...
Werten inS € R™. g = (g1, ...

, X,,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichfg (1, .

.., Z,) und

, gn) Sei eine bijektive Abbildung voy' nachg(S) C R™ mit

stetigen partiellen Ableitungen und es gelte:

,9%91(5) %91@
Jy(t) = det : 40 VteS
- gn(t) -gn (1)
dann lautet die Dichte von = g(z):
frw) = fx (g7 W) - [T )],y € g(S5)

Bemerkung: Es gilt J,-1(y) = m

Beispiel: Erzeugung vooV/ (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen mit der Box-Muller-Methode.
SeienlU;, U, ~ U(0, 1) und unabkngig. Dann sind

X, = /—2log(U) - cos(2wUs)
Xy, = +/—2log(Uy) - sin(27Us)

unablangig undX, X, ~ N (0, 1).
Beweis:Es sei© := 27U, = O ~ U(0, 27)

1 1 .
§V2 = —log(U,) = 5\/2 ~exp(1) vgl. Ubungsaufgabe 41

Also: X; =

X

V.cos® = g, (V,0)
V -sin® = go(V, ©)

Welche Dichte hafy.o(v, v)?
1, . —
PGVI<a)=1-e" & P(Vg\/ﬁ) —1-e
= P(V<y) =1—e2"

1)2

= Dichte vonV : fy(v) =ve =z
Wegen der Unaldngigkeit von®© undV ist die gemeinsame Dichte

02

fv}@(’l},ﬁ)—{ e 2 v L, firv>0,0<60< 27

0

991 _
ov

os(19), % = vsin(v), 992

, sonst

g 9% _
5 sin(v), 50 v cos(V)
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= Jy(t) = det ( S?rf((g)) ;:088189(;9) ) = vcos’ () +vsin®(J) = v

undv = g~ (21, v2) = /7 + 23

Nach Satz 3.5 gilt also:

1
fX17X2 (x17 xz) = fV,@(m) . ﬁ =
vt + a3

X
2 2
_ 1 ey VELAD
2 2

\ I + €y

1
e 2

[\
=)

2
T3
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84 Charakteristiken von Zufallsvariablen und Zufallsvektoren

4.1 Erwartungswert und Momente von Zufallsvariablen
Definition:

a) SeiX eine diskrete Zufallsvariable mit Werten, x-, . . . und einer Ahldichtep(z,), p(z2), . . ..Dann
heil3t

E(X) = Z:):Z - p(x;)

Erwartungswertvon X, falls > |x;| - p(x;) < o0
=1

b) SeiX eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichte(x).Dann heif3t

[e.o]

E(X) = / v fr(r)da

Erwartungswertvon X, falls [ |z| - fx(z)dz < oo
® Bemerkungen:

() Manchmal sagt man statt Erwartungswert auch Mittelwert der Verteilung.

(i) Spater werden wir sehen, da3(X') den langfristigen, durchschnittlichen Ausgang des
Zufallsexperiments X beschreibt. D:h(X, ..., X,,) ~ E(X) furngroB, fallsX, ..., X,
unablangige Wiederholungen von X sind.

Beispiel: 1 mal Wurfeln

Q={1,...,6}, X(w) =w

Zahldichte:p(1) = ... = p(6) = §
6

Erwartungswert®(X) = > i- ¢ = 3,5
i=1

Beispiel: X ~ N (u, 0?)

Dichte: fx(z) = — exp <_% (%)ﬁ

B = [ oo (<5 (5)7) ds

Substitution’*==£ =:u = & = %

"o

BE(X) = \/LQ_W/(OUnLu)eXp (—%ﬁ) du
\/L_W

r 1 r 1
- — (/ ouexp (—§u2> du  +u /exp <—§u2> du) =1

— OO —00

—o(Integrand Brunktsymetrisch) =V2r

912.12.2002
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Beispiel: Sei X ~ B, , binomialverteilt
Zahldichtep(k) = (Z)pk(l —p)"F k=0,...,n

BE(X) = ki;k (Z)p’“(l —p)"F=mnp- :1 (Z: Dp’“(l —p)" =

n—1

n—1 _1)—

= np < N >p'“(1—p)(” D7 =mp
k=0

N J/
-

=1

Lemma 4.1:
a) Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten, z,, ... und Zahldichtep(z), p(x2), . ..
undy : {z1,xs,...} — R.DannistE(p(z)) = > w(z;)p(x;) , falls E(.) existiert.
=1

b) Ist X eine absolut stetige Zufallsvariable mit Dichfg(z) und¢ : R — R. Dann ist
E(p(X)) = [ o(z)fx(x)dz, falls E(.) existiert.

—0o0

Definition: Sei X eine Zufallsvariable.

a) Istk € IN und existiert£(| X |*), dann heil3t
i = B(X")

k-tes Momenton X

b) Istk € N und existiertE(| X |*), dann heif3t
i = B((X = p)")
k-tes zentriertes Momewmbn X.

c) jis = E((X — p1)?) hei3t auchvarianzvon X.
Schreibweise Vdr:) = [z
ox := y/Var(z) heiRtStandardabweichungon X.

Beispiel: 1 mal Wirfeln, X = Augenzahl

Var(X) = E((X - 3,5)°) = ) (i —3,5)
Beispiel: X ~ N (p,0?)
E(X)=pund
Var(X) = B (X = p)?) = 7 [ (2= p)exp (=4 (52)°) o

2o
Mit Substitution: =+ =: u

Var(X) = \/LTW [ oc*uexp (—3u?) du = 7= 2 [o*uPexp (—2u?) du
—o0 0
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Mit Substitution:3u? = ¢ 4L =y o= /2t

Var(X) =

q
(&)
E\w

1 _ o2 _ 2
-2~0f2texp(—t)\/—§dt— \/—27-2-\/50/\/¥exp(—t)dt—a

J/

0(3)=30(3)-4v7
Bemerkung: Die Varianz bzw. die Standardabweichung ist ein Maltidatie weit die Zufalls-
variable um den Erwartungswert herum streut.

Lemma 4.2: Sei X eine Zufallsvariable mi(| X |?) < co

a) Dann existiert VagX') und es gilt:
Var(X) = E(X?) — (B(X))?

b) Fura,b € R qilt:
E(aX +b)=aF(X)+b
Var(aX + b) = a*Var(X)
Beweis:

b) (i) Sei X diskret.

E(aX +0b) = Z(axi +b)p(z;) =a- Z x; - pi(x;) +b - ZP(%)

=1 i=1
—E(X) -1
= aE(X)+b
(i) Sei X stetig.

E(aX +0b) = /.rfaX+b(x)dx = /:1: —fX ( )

mit Substitution: v=b_ u d—u _1

a "dxr o«

= /(au +b)fx(u)du

—0o0
e}

= /qu( du+b/fx Jdu = aFE(X)+b

—0o0

Var(X) = E((X —p)?) = E(X* = 2Xp + p?) = B(X?) — 20 B(X) 412
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b)

Var(aX +b) = E((aX +b)*) — (aE(X) + b)?
= FE(a®X?+2abX +b*) — a*(BE(X))? — 2abE(X) — b*
= @*B(X?) +2abE(X) +b* — a*(E(X))? — 2abE(X) — b*
= a*(BE(X?) - (E(X))?) = a®Var(X)

4.2 Charakteristiken mehrdimensionaler Verteilungen
Definition:

a) Sei X = (Xy,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor mit Werteny, z,,... € R" und Zahl-
dichtep, ()1, p2(x2), . . ..Weiter seip : R" — R. Dann heif3t

= Zw(fﬁ )p(;)

Erwartungswerwon (%), falls > |o(x;)|p(z;) < oo
i=1

b) SeiX = (X,...,X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichfg (z1, . .., z,). Weiter
seip : R — R. Dann heil3t

/ / (1, ) fx(xy, . xy)dey, ... doy,

Erwartungswertvon ¢(), falls E(¢(Z)) = [...[ |o(Z)|fx(Z)day, . .., dz, < o0
10 .emma 4.3: SeienX,, ..., X,, Zufallsvariablen, deren Erwartungswerte existieren.

a) Dann existiert auch der Erwartungswert v@n+ . .. + X,, und es gilt:

EXi+...+X,)=E(X))+...+ E(X,)

b) Sind X1, ..., X, unabléngig dann existiert auch der Erwartungswert von- . .. - X,, und
es gilt:
E(Xy-...-X,) =E(Xy)-...- BE(X,)

Beweis:0.B.d.A. n=2.
Wir betrachten nur den Fal = (X, X,) ist diskret. X nehme die Werts€x1 ,x2 ) 1,7 €N

mit Wahrscheinlichkeit;;

o o0 n. \Vor.
a) > > Il ot :(:2 ij = E > P < ®
i=175=1 y ]:1 J=1 =1
S(xll +|zy D P<X1:x(li)) P<X2:xgj))

=- Erwartungswert existiert.

1019.12.2002
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b) Erwartungswert existiert: Nachweis wie in a).

PG = SNl r = < = a0 X o)

=1 j=1 i=1 j=1

i=1 j=1

= Y al’P (X =) P (X = af) = B(X)B(Xs)
i=1 j=1

Beispiel: SeiX ~ B, , binomialverteilt.
=X=X;+...+ X, wobeiX; ~ B(l,p) i=1,...,nundXy,..., X, unablangig.

— E(X) =Y. B(X) =n- B(X)) =n-p
Definition: é:elienXl, X, Zufallsvariablen mitu; = E(X), pe = E(Xs).
a) Die Kovarianzvon X; und X5 ist definiert durch
Cov(X1, Xz) = E((X1 — ) (X2 — p2)) = E(X1X2) — papie
falls der Erwartungswert existiert.
b) Der Korrelationskoeffizienmgon X; und X, ist definiert durch

COV(Xl, XQ)
v/ Var(X;)Var(Xs)

PX1,X2 =

falls alle auftretenden Erwartungswerte existieren.
c) X; und X, heiRenunkorreliert falls px, x, = 0.
Bemerkungen:
(i) Esqiltstets—1 < px, x, < 1.
(i) Sind X7, X, unablangig, so sind sie auch unkorreliert, da

Cov(X1, Xo) = B (X1 — ) (Xa — p2)) = E(Xy — ) - E(X3 — p2) =0

TV TV
=0 =0

Die Umkehrung gilt i.a. nicht (siehe Beispiel unten)
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(i) Der Korrelationskoeffizient ist ein MalRif die lineare AbBngigkeit der zwei Zufallsva-
riablen.
Extrem@alle: Xo =aX;+b , a#0, beR.

Cov(X1, X2) = E((Xy—u)(aX;+b—au —b)) =aB((X; —pm1)?)
= aVar(X;)

_ avar(Xl)
PXXe = U ATRr X weVar )

= 1 ,fallsa > 0 positiv korreliert

= —1 ,fallsa < 0 negativ korreliert

Beispiel: X, Y unkorreliert, aber stochastisch dlnigig.

Q= {w,wa, w3}

w | Plw) Xw) YW Xw) YW

w1 1 0 -1 0

w1 o 0

w| 1 0 1 0
CoV(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)=0—1. (=1 + 1) =0

Also X,Y unkorreliert.

. P(X<0) = P({w,ws}) =
) P(Y S O) = P({WhWQ}) =
d.h. X, Y sind stochastisch aBhgig.

Lemma 4.4: X, ..., X, Zufallsvariablen mitf(X?) < oo ,i=1,...,n

Aber

[SSI[ M)

}:>P(X§O,Y§O)7AP(X§O)P(Y§O)

a) Var(X; +...+ X)) => Var(X;)+2 > Cov(Xj, X})
i=1

1<j<k<n

b) Falls X1, ..., X, paarweise unkorreliert (oder unabitgig), so gilt:

Var(Xy + ...+ X,) = »_ Var(X;)
=1

Beweis:

Var(X, +...+X,) = E (i:Xi—E(Xi)>)
- B <zn:Xi—E(Xi)) : (Zn:Xj_E(Xj)>)

= E| ) (Xi—E(X)(X; - B(X;))

L1<i,j<n

= iVar(Xz) +2- Z COV(Xi> XJ)
=1

1<i<j<n

b) Hier gilt Cov(X;, X;) = 0 und b) folgt aus a).
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Definition: SeiX = (Xi,..., X,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor.
a) FallsE(X,),..., E(X,) existieren, so heil3t
pix = (E(Xy),...,E(X,))
derErwartungswertvektovon X.

b) Falls E(X?),..., E(X?) existieren, dann heilt

Cov(Xy, X;) ... Cov(Xy,X,)
Cov(X) =CoVv((Xq,...,X,)) = : :
Cov(X,,X1) ... CovX,,X,)

Kovarianzmatrixvon X .

Beispiel: (2-dimensionale Normalverteilung)

2
L 2 . 01 g102p
Seip = (1, p2) € RPundC = ( c1o0p 02

Die Dichte einer 2-dimensionalen Normalverteilung ist gegeben durch

2 2
fx(xl,IQ) = ﬁl_pzexp (_2(11;)2) ((xlglm) _ 2p(:v1*#011)‘(7122*u2) + (xz(;uz) ))

Man schreibt auclk = (X, X5) ~ N (i, C). Dann gilt:
Randverteilung: X1~ N(pa,07)
X~ N(:U’% U%)
Erwartungswertvektor: i, = (1, i)
Kovarianzmatrix: CovX) = C.

Mito;, 00 >0, 0<p<1
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§5 Abschatzung fur Erwartungswerte und Wahrscheinlichkei-
ten

H1satz 5.1:(Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
SeienX undY zwei Zufallsvariablen mi/[X?], E[Y?] < cc.

Dann gilt:
|E[XY]]® < B[X?] - B[Y?]
. . o Covix,y)
Anwendung: Es gilt stetsipxy| = Narxovarm | =

oder umgeformt(Cov(X, Y))* < Var(X)Var(Y)

(Cov(X,Y))* = (E[(X — B —E(Y))])2 <E[X-EX)]-E[(Y - EY))]

= Var(X) -:V);r(Y) N

Satz 5.2:(Ungleichung von Chebyshev)
Sei X eine Zufallsvariable mif'[| X |] < co unde > 0 beliebig.
Dann qilt:
E(X])
3

P(|X]>¢€) <
Bemerkung:
(i) Wende Satz 5.2 an alk' |, e mitm € IN

E
PX]™ = &™) <

E0X™)

= P(|X|>¢) < mitm € IN

Diese Version nennt man aubfarkovsche Ungleichung

(i) IstVar(X) < oo, so folgt aus (i) mitm = 2:
E(|X - E(X)[*) Var(X)

g2 T g2
Beweis von Satz 5.2: Wir betrachten nur den Fall, @&a8ine Dichtefy (x) hat:

P(X - E(X)[>¢) <

[e.o] —& o0

XD = [ lelfst@idr> [ e+ [ lolfxaa

>5Cfmmm+fmmm)

= ¢(P(X <—¢)+P(X >¢))
= eP(|X|>¢) O

£

1109.01.2003
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Beispiel: Wir wirfeln n mal. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 die Zahl, die im Durch-
schnitt geviirfelt wurde um mehr als 10% von 3,5 abweicht?
SeienXjy, ..., X, die Augenzahlen der n Versuche, d.h.

P(X;=k)=+% furi=1,....n ,k=1,...,6unddieX,,...,X, sind unablngig.

GesuchtistP(|+ > X; — 3,5 > 0, 35)!
=1
Nach Bemerkung (i) ist diese Wahrscheinlickeit

iy ) L X,
YIRS 0,35)? - (0,35)? ~ (0,35)2  n-12-35

z.B.n=100: =0,238

Weitere Anwendung von Satz 5.2:

Var(X) =0« X = pfureinu € R.

=" P(X—-FEX)| >¢)<0,also=0 Ve>0
Dac beliebig, mussX = y sein.

= Var(X) = E(X?) — (B(X))? = p? — p* =0
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§6 Erzeugende Funktionen

Im folgenden betrachten wir nur Zufallsvariablen mit WertetiNin

Definition: Sei X eine Zufallsvariable mit Werten iiN, und Zahldichtep(k), k& € Ny, d.h.
p(k) = P(X = k). Dann heif3t die Funktiopy : [—1, 1] — R mit

gx(2) == Zpk - 2M = B[]

erzeugende Funktiovon X .
Bemerkungen:

o)

Z szk

k=0

(i) gx(z) istwohldefiniertfir |z| < 1, weil

<Yl <=1
k=0 k=0

(i) Insbesondere gilyx(1) =1

(i) ¢\ (z) ist wohldefiniert au{—1,1), n € IN.

(v) Wir schreibery'’ (=) und meinertim g (1)

(V) Es gilt: P(X = k) = p(k) = X ©
Satz 6.1: Besitzt die Zufallsvariablél die erzeugende Funktigy (z) so gilt:
a) B(X) = gx(1-), falls E(X) existiert.

b) Var(X) = gx(1-) + gx(1—) — (g (1-))?, falls Var X) existiert.

Beweis:
a) gy(z) =S pr-k-2F1 = 3 pp-k=E(X)furz — L.
k=0 k=0

b) ahnlich [

Beispiel: Sei X ~ Bin(n, p)
Alsop(k) = ())pF(1 —p)Ffark=0,1,...,n

n

gx(2) =) (Z)p’“(l —p)" = (L)t Y

kIO N J/

-~

() (@2)k(1—p)n—F

z| <1

= E(X)=gx(1-)=nlpz+1-p)" " p|,_, =n-1-p=mp
und: gx(1-)=n(n—1)(pz+1—p)"2p*|_ =n(n—1)p’
= Var(X) = n(n — 1)p* + np — (np)* = n*p* — np® +np — n*p* = np(1 — p)
Satz 6.2: (Eindeutigkeitssatzir erzeugende Funktionen)
SeienX undY zwei Zufallsvariablen mit Werten ifN, und Verteilungsfunktioner’y und Fy
und erzeugenden Funktiongpund gy-. Dann gilt:
}ix($)1: P}(Qﬁ k/I - E{¢$’gx(2):= gy(Z)ku € P—171
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Beweis: ldentiatssatziir Potenzreihen.

Satz 6.3: SeienX undY zweiunablangigeZufallsvariablen mit Werten iiN,,.
Dann gilt fur die erzeugenden Funktionen:

gx+v(2) = gx(2) - gv (2)
Beweis: Esgiltyyiy(z) = E [2XTY] = E[2X - 2Y] = E[X] E[2Y] = gx(2)-gv(2) O
Beispiel: SeienX ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(m,p) und X undY sind unabhngig. Nach dem
letzten Beispiel giltyx(z) = (pz +1 —p)* undgy(z) = (pz + 1 —p)™

Satz 6.3= gx.v = gx(2) - gv(2) = (pz + 1 —p)"*" = X + Y ~ Bin(n + m, p)

12 Satz 6.4:(Stetigkeitssatzifr erzeugende Funktionen)
Gegeben sei eine Folge von Zufallsvariabl&p, X5, ... mit Werten inIN, und Zahldichte

<P§k)) ; ( ék)> ,....Dann gilt:
kelNg kelNg

a) (9x,(2)),en konvergiert auf0, 1) < lim p, (k) = p(k) existierty k£ € IV,

b) Fallsgx, (z) auf(0, 1) konvergiert, so gegen(z) = >_ p(k)z*.

k=0
Beispiel: (Grenzwertsatz von Poisson, vergleiche Lemma 3.1 [Seite 13])
SeiX ~ B(n,2),n € N,n>\> 0.

Die erzeugende Funktion vaox,, ist (siehe Beispiel [Seite 33]):

gx,.(2) = (z~%+1—%)n: (1+%(z—1))n

Also gilt: lim gx, (z) = lim (1+ 2(z — 1))” = M=)
Nach Lemma 3.1 und Satz 6.4ifte das jetzt die erzeugende Funktion einer Poisson-Verteilung
mit Parameten sein.

gX(Z) == iZkP(X = k‘) = - zke_/\A_k — e_>‘ f: ()\Z)k — e—>\ . e)\z — e)\(z—l)
k=0 =0 k! —

Also folgt nach Satz 6.4 p,(k) = (%) (2)" (1 - 2)"" "X e ke N,

Im folgenden sei jetziX wieder eine beliebige Zufallsvariable mit Wertenlin Anstatt der
erzeugenden Funktion betrachten wir hier die sogenannte charakteristische Funktion.

Definition: Sei X eine beliebige Zufallsvariable mit Werten . Dann heif3t die Funktion
ox : R — C mit px(t) := E[e"] charakteristische Funktionon X.

Bemerkung:
(i) Esgilt: ox(t) = Elcos(tX)] +iE[sin(tX)] VteR.

(i) ¢x(0)=1und|px(t)| <1 VteR

(i) Falls X Werte inIN, annimmt, gilt:ox (t) = . e P(X = n).
n=0

1216.01.2003
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(iv) Falls X absolut stetig ist mit Dichtéx (=) gilt:

o0

px(t) = [ ¢ fxla)ds

—00

Beispiel: X (w) = p.
px(t) = Ble™] = et

Beispiel: X ~ N(0,1).

X besitzt die Dichtefx (x) =

1 —1.2
— 2
\/27re
2 2

® =2 @ , =2
px(t) = \/LQ—W f eitee=37" qy = e\/; [ e~ 3@t 4y — e\/% h(t)
mith(t) = [ e 2@ 0dg
Wir differenzierens:  h'(t f e 3@ (L 9(p —jt)(—i)) do = —ie 2@

—0o0

= h(t) = const. AuRerdem |$bX( ) = #=h(0) =1 = h(t) = V2

2
Insgesamt: oy (t) = e~

=

Lemma 6.5: Fur jede ZufallsvariableX und Konstante, b € R gilt:

Pax1(t) = e™pox (at)
Beweis:p,x1s(t) = E [¢XT)] = F [eieiaX] = ey (at). O
Beispiel:Ist X ~ N (0,1), soistY := 0X + pu ~ N(u,0?) furp € R, o0 > 0.

. . o 2
= py(t) = e”“ng(at) = e””e_( 2

Lemma 6.6: Seim € IN und X eine Zufallsvariable. Fall& [| X |"] < oo folgt:
gog?’)( t) existiert undpg’(“)(()) =i"E[X™]

Beweis:Es gilt o'y (t) = E [(iX)™e"¥] . Setzet = 0 = Behauptung [J

Beispiel: X ~ N (p,0?)
Dann ist die charakteristische Funktion gegeben durch (siehe oben):

o’t?
px(t) = exp (itﬂ - T)

= ox(t) = ox(t)(ip— o)
= px(0) = 1-ip=i-E[X]= E[X]=p.
px(t) = SOX()(ZM—UZt)z px(t)(—0?)
= oy (0) = (in)?— o =—(u? +0)= 2B [X?]

= E[X? = 40
= Var(X) = E[XY - (EX))’=p*+0>—p2=0"
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Satz 6.7:(Eindeutigkeitssatz)
SeienX undY Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktiof’y und £y, sowie charakteristischen
Funktionenyx undpy . Dann gilt:

Fx<t) = Fy(t) Vite R & QOX(t) = gOy(t) VteR.

Satz 6.8:(Stetigkeitssatz)

SeienX, X, X, ... Zufallsvariablen mit VerteilungsfunktioneRy, Fx,, Fx,, ... sowie cha-
rakteristischen Funktionepy, ¢x,, ¢x,, - . . . Dann sind die beiden folgenden Aussagei-
valent:

a) lim (pxn(t) = QOX(t) VteR.

b) lim Fx,(z) = Fx(z) « € R, indenen die Grenzfunktiofx stetig ist.

n—oo

Eine typische Anwendung von charakteristischen Funktionen ist die Bestimmung der Faltung,
also der Verteilungsfunktion voN + Y, wobei X undY unablangig sind.

Satz 6.9: Sind X undY unablangige Zufallsvariablen, so gilt:
x4y (t) = ox(l) - pr(t) VIieR.

Beweis: E [e"X V)] = F [eXe?Y] = F [¢"X] E [eV]. O

Beispiel: Sei X ~ N (u1,01), Y ~ N (us,03), X undY unablangig.

: opt)? , oat)? , 1
Px+y(t) = exp (Zt,ul - ( 12) ) exp (ltm - ( 22) ) = exp (Zt(ﬂl + pi2) — 5752(0% + Ug))

= X +Y ~N(u1 + po, 0} +03)
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§7 Grenzwertsatze

7.1 Der zentrale Grenzwertsatz

B3Es seienX, X, ... unablangige und identisch verteilte Zufallsvariablen hitX,) = u <
oo und Var X,) = 0% < co. Wir betrachten jetzt die folgende Zufallsvariable:

CXit .+ Xy
B o\vn

Die Zufallsvariableri}, sind standardisiert im folgenden Sinne:

T, : ,neN

B(T,) = % B(X) +...+ B(X.)

n-p

—nu | =0

1
Var(T,) = e Var(Xy) + ... +Var(X,) | =1

n-o2

Satz 7.1:(Zentraler Grenzwertsatz)
SeienX;, Xs, ... unablaingig und identisch verteilte Zufallsvariablen niit X;) = p < o

undo < Var(X,) = o < oo, 80 gilt fur T, := SF=tant

Fr, (x)=P(T, <z)— \/% / e~ dt = ®(z) = Fx(z) mit X ~ N(0,1)

furn — ocoundV z € R.
Beweis: Wir betrachten zé@chst den Fall, = 0,02 = 1

Dann istT;, = +==55 = % und es gilt:

or.(t) "2’ g5, (%) = {% (%)1

vx, (t) kann man jetzt in eine Taylor-Reihe um= 0 entwickeln:

/ " t2 . R -
ox,(t) = <pX1(0)+90X1(0)t+g0X1(0)§—i—Rt mltt—;—>0furt—>0.

t2

t? t\1" 2
Also: o, (t) = 1—m~1+R(%)} —e 2 firn — oo.

¢~ ist aber die charakteristische Funktion vin~ N(0,1).

Damit folgt die Behauptung aus dem Stetigkeitssatz (Satz 6.8 [SeiteiB&harakteristische
Funktionen.

Ist u # 0 undo? # 1, so definierey,, := 22 n € N,

Hier gilt £(Y,,) = 0 und VarY,,) = 1. AuBerdem:

T, = Yl*—ﬁ”" und die Behauptung folgt aus dem ersten Fall. O

1323.01.2003
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Korollar 7.2: Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1 [Seite 39] @il f< 3:

P(ag X1+...\/—%j(n—n,u gﬁ) — ®(8) — P(a) flrn — co.

Beweis: Linke Seite:

Fr,(B) = Fr,(a=) = L., Fr,() — Fr(e) <L,< Fr(8) — Frla—e€ Ve>0
! ! l |
n o @(5) ®(a) o(3) ®(a —¢)
e — 0 liefert die Behauptung. [J
Beispiel: X, Xs, ..., X000 Seien unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

P(X;=1)=1,P(X;=3)=1,P(X1=06)=2,P(X;=11) =3
1000

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, d&f3y, = > X; einen Wert zwischen 4820 und 5180
j=1

annimmt?

P(4820 < Syo00 < 5180) = P(—180 < Sjg00 — 5000 < 180)
—180 _ Sigoo — 5000 _

180
1/1000 1/1000 2 «/1000-%1

o(0 =0, 4314

Q

Beispiel: X, Xs, ... seien unabfingig und identisch verteilte Zufallsvariablen oit ~ B(1, p),
alsoP(X; =1)=pundP(X; =0)=1—p

Wir habeny = E(X;) = p, 0? = Var(X;) = p(1 — p)

SeiS, = X; + ...+ X,,. Dann gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz

P ng — ®(z) furn — oo
n-(1—p)

= P(Sngnp+$\/np(1—p)>—><b(:v) furn — oo

Das,, ~ B(n,p) gilt:

Z <Z)pk(1 —p)"F = ®(z) furn — oo
k<np+z+/np(1—p)

Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace

Beispiel: Prifen einer Hypothese

Ein Wiurfel wird 1000 mal geworfen. Dabealit 120 mal die Eins. Ist der Wfel gezinkt?
Vorgehen: Wir berechnen die Wahrscheinlichkeitistafial? lochstens 120 mal die Einalit.
Ist diese Wahrscheinlichkeit sehr klein, darf man annehmen, dal3 ddeMjezinkt ist.

Wir definieren folgende Zufallsvariable:

X, 1 , falls im k-ten Wurf eine Einséllt £ =1,...,1000
k 0 , falls im k-ten Wurf keine Eins#llt
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Wir nehmen an, daf3 di&, . .., Xo9 Unablangig undP(X; = 1) =
= E(Xl) = %, Var(Xl) = 35_6
Zentl‘a|er Grenzwertsatglogo - Xla ce 7X1000

S _ 1000 120— 1000 _
P( 7o 165 < 6;5 z@(—4)§10 ‘
\/1000-%-2 \/1000-%-2
~———
28
Vel

, P(X1=0)=2.

(=N

P(Si000 < 120) < 107°

Wir kdnnen also annehmen, dal3 deiiél gezinkt ist.
Bemerkung:

Die Zahlz, € R die ®(x,) = ¢ erfullt mit ¢ € (0, 1) Dichte von ¢
heil3t g-Quantil der Standardnormalverteilung.

X > X
Satz 7.3:(Berry Esgen) v
Sind die ZufallsvariablerX, X,, ... unablangig und identisch verteilt mjt = E(X;) < o
und|uls := E(|X; — uf?) < oo, so gilt:

ig}g\FTn(@ — ®(z)] < o5
7.2 Gesetze der grol3en Zahlen

14 Satz 7.4:(Schwaches Gesetz der groRen Zahlen)
Sind die identisch verteilten Zufallsvariabléfi, X, unablangig und existiert ihr Erwartungs-
werty = E(X;), sogiltVe > 0:

limP<’X1+”'+X"—M‘25):O

n—0o00 n

Beweis: Geht mit charakteristischen Funktionen und dizeh 6.7 und 6.8 [Seite 36].
Falls zugtzlich Var X;) < oo, dann ist der Beweis einfacher:
Wir verwenden die Ungleichung von Chebyshev:

X +...+ X,
E( 1+ +

n

) LB 1+ B(XG) = B(XG) =

n

Xi 4.+ X\ 1 1
Var( 1 ) = — (Var(Xy) + ... + Var(X,)) = —Var(X;)
n n n

Also:

— 0furn — oo. O]

n n-e

P(’X1+"'+X"—u‘ 25) SVar()il)

1430.01.2003
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Satz 7.5:(Starkes Gesetz der grol3en Zahlen)
Sind die identisch verteilten Zufallsvariabléfy, X, unablangig und existiert inr Erwartungs-
werty = E(X;), so gilt:

P({

SchreibweiseXtt=tXn ) fiir n — oo fast sicher.

Anwendungsbeispiel:Monte Carlo Simulation
Es seif : [0,1] — R eine stetige Funktion.

M = m[ax}f(x) sei der maximal angenommene Wert. 00
Xe[0,1 M

lim =

n—oo

Xi(@) 4t Xo(w) :M})

1
Wir wollen [ f(z)dz numerisch aherungsweise berechnen.

0
Dazu sell;, U,, . . . eine Folge von unaldngig und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit/; ~ (0, 1). >
Weiter seiVy, Vs, ... eine Folge unaldmgiger und identisch vertellter Zufallsvarlablen mit
Vi~ U0, M).

Wir setzen:l; =

1 ,falls f(Ug) > Vi
0 ,falls f(Uk) <V N
Dann gilt: I, I5, . . . ist eine Folge von unaldmgig und identisch ver-

teilten Zufallsvariablen mit " f(x)

B = 1P > W) +0-PL) = (U 1) € 6) = % A
1 f(=)

://1dydx—/f " —>X

Aus dem starken Gesetz der grof3en Zahlen folgt also:

—Zlke/f )dz fiir n — oo fast sicher.
k=1

Anwendungsbeispiel aus der Zahlentheorie
Es sei(2 = [0, 1] undw € Q.
Wir betrachten die Dualbruchzerlegung vond.h. wir schreibenv = 0,wjws ... mit w; €

o0

{07 ]-}; WObeiw = ‘ %

=1
Weiter seien die Zufallsvariablel;, X, : 2 — {0, 1} definiert durch

Xn(w) = Xn(0,wwy...) =w, furn € N

und A, = {weQ|X1(w)::p1,...,Xn(w):xn}fUrfestexl,...,xne{O,l}.

= {wEQ

Wir nehmen an, da®([a, b)) = b —a, fur0 < a < b < 1, alsoP(A,) = -

T 1
—_ <_ J— —_ —_
2 22 +2"_ 2+22+ +2”+2n}
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0 0 1 1
P(X;,=0) = P Q|- < —4o ) ==
= P(X;=0) ({we ‘2_w<2+2}) 5
1
I 1 1

UndP(Xl = wl,Xg = LUQ) = le = P(X1 = .CL’1>P(X2 = Ig) for T1,T2 € {0, 1} etc.
Also sind die Zufallsvariablem, Xo, ... unabh‘angig und identisch verteilt mit

Nach Satz 7.5 [Seite 40] gllt 1 Z Iix,=11 — 3 fast sicherifirn — oo.

d.h. fast alle Zahlen des Interva[l$ 1] (bis auf eine Mengel C [0, 1] mit P(A) = 0) sind in
dem Sinne normal, daf3 der Anteil der Nullen und Einsen in ihrer Dualbruchzerlegung@egen
konvergiert.
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§8 Erzeugung von Zufallszahlen

Grundlageniir die Erzeugung von sogenannten Pseudo-Zufallszahlen, die Realisierungen einer
bestimmten VerteilungsfunktioR'y seien sollen, ist die Erzeugung vén 1)-gleichverteilten
Zufallszahlen.

Erzeugung von (0,1)-gleichverteilten Zufallszahlen:

Dies geschiet zum Beispiel mit dem linearen Kongruenzgenerator.

Es seivg € N, a,m € N, m eine Primzahlund € {0,1,...,m — 1}

1
Dann liefert die Folgéu,,) mit /
v, = (@ v,_1 + ¢) modm p
Up = 2= *

X

eine Realisierung einer Folge von unabbigen, (0,1)-gleich\)erteilten Zufallsvariablen. Ein
guter Generator zeichnet sich dadurch aus, daf3 n-Tupel von erzeugten Zahlen nicht auf Hyper-
ebenen liegen.

,gute Werte “erBlt man z.B. &ir vy = 100000, m = 23! — 1, a = 950706376

Aus diesem (0,1)-gleichverteilten Zufallszahlen kann man nun Zufallszaitem€tiere Vertei-
lungen konstruieren.

Diskrete Zufallsvariablen

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mR(X = z;) =p;, i=1,...,k

(U,) sei eine Folge von unaBhgigen, (0,1)-gleichverteilten Zufallsvariablen.

Das Ziel ist daraus Zufallsvariablé®,,) zu konstruieren mif, = Fy.

X=2
pl T p3 p5
Einfache Methode: (‘* % — ———
0 — — 1
P, Pa

Jj—1 J
Zy =z, falls Zpi <U,< Zpi
i=1 i=1

Sollen viele Zufallszahlen erzeugt werden, ist folgender Algorithmus besser geeignet:
Alias Algorithmus

Schritt 0: 0.B.d.A.p; < py < ... < pp.
Bestimme hmip; <p, <...<p, <1 <prp1 < ... < g
FORi=1,...,kDO
ri 1= pis ;= 0;
FORi=1,...,k DO
IFr < %THEN a; :==h-+1; rp =rpq — (% — ri) :
IFrps1 <3 THENA:=h+1

Schriitt 0: FOR:i =1,2,... DO
Erzeugeu; ~ U(0,1);
Jji=|k-w]+1;
d =7 — kuy;
IFd <k-r; THEN z; := x;
ELSEz; := z,;;

Vorteil: In Schritt O werden nur einmal die Werte und a; bestimmt. Bei der eigentlichen
Erzeugung der Zufallszahlen in Schritt 1 ist nur ein einfacher Vergleitign
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Beispiel:
Seip; =0.1, pp =02, p3=0.3, ps =04, k=4
$=025=>h=2

i=1: 1 =p; =0.1<0.25=a; :=3; r5:=0.3—(0.25 — 0.1) = 0.15
rs = 0.15 < 0.25 = h := 3

i=2: 1 =py =0.2<0.25=ay:=4; r,:=04—(0.25—-0.2) =0.35
ry = 0.35 £ 0.25

i=3: r3 =p3 =0.15<0.25 = a3 :=4; ry :=0.35— (0.25 — 0.15) = 0.25
rs =025<025=h:=4
i=4: r, = 0.25 £ 0.25

.r1 =01, =02, r3=0.15, r,=0.25
Also: a =3, ay=4, a3=4, (ay = 0)

Poisson-Verteilung
SeienlUy, Us, . . . unablangig und identisch verteilte Zufallsvariablen roit ~ 24(0, 1).cc = 0.
Dann ist

X::min{nE]N

ﬁUk<ea}—1

k=1
Poisson-verteilt mit Parameter
stetige Zufallsvariablen

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktidny (x). 1
Die FunktionFy' : [0,1] — R U {—00, 00} mit

el inf{t € R| Fx(t) >z} furzel0,1]
X7 sup{t e R| Fx(t) =0} furz=0 >

ist die sogenannt®uantilfunktion

IstU ~ 1(0, 1), dann istF;* (U) verteilt wie X. (Inversionsmethode) (vgl. Aufgabe 41).

Ist F'x invertierbar, istF)}1 die Ubliche Inverse.

z.B.fallsX ~ exp(\) ist Fx(z) =1 — e, x> 0undFy'(y) = —11log(1 — y)

IstU ~ U(0,1), so ist—5 log(U) ~ exp()) (vgl. Aufgabe 41)

Normalverteilung

Fur die Normalverteilung gibt es eine Reihe von verschiedenen Verfahren. Eines davon ist die
sogenannte Box-Muller-Methode.

SeienU;, U, unabléngig und identisch verteilt mit), ~ ¢/(0,1), k = 1,2. Dann sind

X, = +/—2log(Uy) - cos(2mUs)

Xy, = +/—2log(U;) - sin(27Us)
unablangig undX, X, ~ N (0, 1) verteilt.
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§9 Randomisierte Algorithmen

Hier werden im Laufe des Verfahrens allige Entscheidungen getroffen.
Las Vegas-Algorithmen
Liefern mit Wahrscheinlichkeit 1 das richtige Ergebnis, Laufzeit istltigf.

Monte Carlo-Algorithmen
Liefern mit Wahrscheinlichkeit 1 das richtige Ergebnis. Sicherheit kann aber auf Kosten der
Laufzeit beliebig grof3 gemacht werden.

Randomisiertes Quicksort
Aufgabe: Eine Menge von n verschiedenen Zahlen soll sortiert werden.
Ublicher Quicksort Algorithmus:
IF |M| € {0,1} THEN Stop!
ELSE Wahlex* € M (Discriminator)

Vergleiche jedes Element val — {z*} mit z*

TeileM —{z*}inL:={r e M|z <z*}undU :={zx € M|z > z*}

SortiereL, U.
Der Algorithmus hat diedngste Laufzeit, wenn* immer das kleinste oder @fdte Element ist.
Die Anzahl der Vergleiche beigt hier: (%) = 2% = O(n?)
Randomisierung: \&hlex* zufallig, gleichverteilt auf M.
Der randomisierte Quicksort-Algorithmus ist also ein Las Vegas-Algorithmus.
T,, = Anzahl der Vergleiche bei einem Feld derdBe n.
E[T,] =7
Satz 9.1: Die erwartete Anzahl von Vergleichen beim randomisierten Quicksort ist asympto-
tisch.

E[T,] ~ 2nlog(n)

(d.h.% — const firn — oo, O(nlog(n))>
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